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Приводится методика расчета плит, свободно опертых четырьмя сторонами, по 
методу, разработанному автором для определения напряженно-деформированного со-
стояния  пролетных строений мостов. Для сравнения полученных результатов по мето-
дам автора и Б.Г.Галеркина приведены примеры расчета. 
 
Задача о расчете тонких пластин со свободно опертыми краями 
сводится к решению дифференциального уравнения четвертого поряд-
ка в частных производных. Сравнительно просто дифференциальное 
уравнение  решается при загружении пластинки по всей площади рас-
пределенной нагрузкой. Решение уравнения значительно усложняется 
при загружении пластины иными внешними нагрузками (кусочной 
распределенной нагрузкой, сосредоточенными силами или момента-
ми), поэтому точное решение известно только для отдельных (про-
стых) задач. 
Нами предлагается плиты разделять на систему продольных 
(вдоль пролета la) и поперечных (вдоль пролета lb) полос (рис.1). Ко-
личество продольных полос шириной d должно быть не менее 10 (же-
лательно принимать нечетное их количество n). Поперечные полосы 
шириной b'=1 м вырезаются в том сечении плиты, в котором предпо-
лагается определять внутренние усилия вдоль оси у-у. Поперечный 
элемент рассматривается как полоса на упругих опорах (рис.1), кото-
рая одновременно опирается на две  концевые опоры. Для построения 
линий влияния усилий Zi, действующих на продольные полосы, над 
каждой продольной полосой последовательно устанавливается еди-
ничная распределенная нагрузка интенсивностью q=1, а задача по рас-
чету поперечной полосы, т.е. полосы на упругих опорах, решается 
смешанным методом строительной механики в постановке Б.Н.Жемоч-
кина [1]. Фиктивное защемление поперечной полосы вводится слева (в 
точке А). Если учитывать  только вертикальные усилия  Zi , то  количе- 
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ство неизвестных будет равно (n+3). 
 
  а    б 
 
Рис.1 – Расчетная и основная схемы поперечной полосы 
 
Для определения неизвестных Zi , ZA , ZB и Аϕ  в поперечной по-
лосе с опиранием ее на две стороны следует решить систему из (n+3)-х 
уравнений: 
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Система (1) включает (n+2) уравнений, поэтому необходимо ещё 
одно уравнение, согласно которому перемещение поперечной  полосы 
в точке В равно нулю 
 
1 1 2 2 0B B Bn n BB B B A BPZ Z Z Z lδ δ δ δ ϕ+ + + + + + ∆ =L .           (2) 
Методика определения коэффициентов при неизвестных в урав-
нениях (1) приведена в работах [2, 3]. Главные единичные перемеще-
ния δii  включают в себя перемещения поперечной полосы от единич-
ных сил Zi и прогиб yii продольной полосы в том сечении, в котором 
определяются неизвестные вдоль оси у-у (где вырезана поперечная 
полоса). Например, для середины продольной полосы величину уii сле-
дует определять по формуле  
4 2(1 )5
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пр пр
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−
= ⋅ ,                                  (3) 
где qэкв – эквивалентная равномерно распределенная нагрузка, кН/м. 
При построении линий влияния усилий на продольные полосы, как 
уже упоминалось выше, qэкв= q=1; ЕпрIпр – изгибная жесткость попе-
речного сечения продольной полосы, кН·м
2; la – прогиб продольной 
полосы, м; νпр – коэффициент Пуассона материала полосы. 
Все остальные единичные перемещения δik при неизвестных сис-
темы (1) и свободные члены включают в себя только перемещения 
поперечной полосы. 
В уравнении (2) все перемещения δik (в том числе и главные еди-
ничные перемещения δii) тоже включают в себя только перемещения 
поперечной полосы. 
Для упрощения определения перемещений δik и свободных членов 
∆iР умножим первые п уравнений системы (1) и уравнение (2) на вели-
чину 1/уii. Тогда увеличенные в 1/уii раз единичные перемещения ikδ ′  
равны  
ik ikwδ α′ = ,                                            (4) 
увеличенные свободные члены 
iP iPα′∆ = ∆ ,                                           ( 5) 
главные единичные перемещения  
ii iiwδ β α′ = + ,                                          (6) 
а коэффициенты (а1-аn) при увеличенном угле поворота Aϕ ′  будут рав-
ны 0,5; 1,5; …(п–0,5); п (при условии, что ширина d всех продольных 
полос будет одинакова). 
Формулы по определению перемещений wii и  wik, а также показа- 
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теля α приведены в работах [2, 3]. 
В формуле (6) β=Кi /К1 – коэффициент, учитывающий влияние 
характера опирания поперечной полосы на величину прогиба 
( )i
iiy  i-й 
продольной полосы от единичной распределенной нагрузки q=1.  
Рассмотрим поперечную полосу как элемент, нагруженный со-
средоточенной силой Р=1, расположенной на расстоянии уi от фиктив-
ной заделки (от левого конца поперечной полосы, рис.2). Тогда прогиб 
( )i
iiy  в точке i от единичной силы Р=1, приложенной в этой же точке i, 
можно выразить формулой из работы [4] 
( ) 3 2 3 41 ( 2 )
3
i
non non ii b i i iE I y l ξ ξ ξ= − + ,                            (7) 
где ЕпопIпоп – изгибная жесткость сечения поперечной полосы; ξ – отно-
сительное расстояние от точки А до точки приложения силы Р=1. 
i
b
y
l
ξ = .                                                   (8) 
 
 
Рис.2 – Схема для определения прогибов ( )iiiy  под i-й точкой  поперечной полосы от Р=1 
 
Обозначим через  
2 3 41 ( 2 )
3i i i i
K ξ ξ ξ= − + .                                        (9) 
Величиной К1 обозначим выражение (9) для средней продольной 
полосы, т.е. для точки, в которой ξ  = 0,5. Тогда для средней полосы 
(наиболее удаленной от точек А и В опирания концов поперечной по-
лосы) β = 1,  для остальных полос  величина β будет меньше единицы. 
Предлагается следующий порядок решения задачи по определе-
нию внутренних усилий и деформаций системы. 
Единичной силой q=1 (рис.1) поочередно загружается поперечная 
полоса (нагрузка q=1 ставится над ее левым и правым концами  и над 
каждой продольной полосой). Решаются системы уравнений (1)-(2) и 
по результатам расчета строятся линии влияния усилий Zi. Загрузив 
линии влияния усилия Zi внешней реальной нагрузкой, получим доли 
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от всей нагрузки, т.е. получим так называемые коэффициенты попе-
речной установки (КПУ), которые представляют собой сумму ординат 
линий влияния, если линии влияния загружаются равными по величи-
не  сосредоточенными силами. Если линии влияния Zi загружаются 
сплошной или кусочной распределенными нагрузками, то  
КПУ = ωΣ ,                                         (10) 
где ωΣ  – сумма площадей линии влияния в пределах ее длины загру-
жения b1 вдоль поперечной полосы. 
После определения КПУi каждый продольный элемент рассмат-
ривается как полоса на двух опорах, нагруженная внешней нагрузкой. 
При определении истинных внутренних усилий в i-й продольной по-
лосе полученные от внешней нагрузки усилия и деформации следует 
умножить на КПУi . 
Загрузив линии влияния усилий Zi внешними нагрузками (силами 
Pi, кН, или распределенными нагрузками интенсивностью q, кПа), по-
лучим усилия Zi. После этого поперечная полоса рассматривается как 
обычная балка, нагруженная усилиями Zi и реактивными силами ZА и  
ZВ. 
При расчете поперечной полосы следует учесть, что кусочную 
нагрузку интенсивностью q1, ( кН/м2) и размерами в плане  а1· b1 вдоль 
пролета la  воспринимает плита длиной a [5] 
1
2
3 3
b
b
l
а а l= + ≥ .                                         (11) 
Таким образом, на поперечную полосу шириной b′ =1 м прихо-
дится сила 
P
Р
a
′ = ,                                                 (12) 
где Р – сила, действующая на полосу (P=q1·a1·b1). 
При загружении линий влияния Zi следует вводить интенсивность 
распределенной нагрузки 1/q P b′= . 
Расчет анизотропных пластин проводится путем решения той же 
системы уравнений. 
Рассмотрим пластину, опертую по четырем сторонам (рис.3) и  
нагруженную линейной распределенной нагрузкой q=50 кН/м (пер- 
вая схема нагружения) и кусочной равномерно распределенной на-
грузкой интенсивностью q=41,5667 кН/м2, приложенной по площади 
2,4 м×2,1 м (вторая схема нагружения). 
По формуле, приведенной в работах [2, 3], определяем показатель 
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α (он равен 0,02048). Задачу решаем без учета крутящих моментов, 
расчленив пластину на пять продольных полос шириной d=3/5=0,6 м. 
После решения системы уравнений (1)-(2) были построены линии 
влияния Zi и реакций ZА и  ZВ (рис.4). 
 
  
I II 
 
Рис.3 – Схемы загружения распределенными нагрузками пластинки 
 
 
 
Рис.4 – Линии влияния усилий ZA, ZB, Z1-Z5 
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Загрузив линии влияния Zi сосредоточенной силой q = 1 (первая 
схема загружения), приложенной в точке с координатами x = 0, y = 0, 
т.е. по середине пролета lb /2, получим коэффициенты поперечной   
установки (КПУ): КПУА = КПУВ =0,0143; КПУ1 = КПУ5 =0,2905; 
КПУ3 =0,1402.  
Загрузив линии влияния Zi , ZА и  ZВ равномерно распределенной 
нагрузкой q = 1 и  длиной b1 = 1,2 м (вторая схема загружения),  полу-
чим коэффициенты поперечной установки (КПУi = ωi, где ωi  – пло-
щадь участка линии влияния Zi  в пределах длины ее загружения, т.е. 
на длине b1 = 1,2 м). Тогда: КПУА = КПУВ = 0,03321; КПУ1 = КПУ5 = 
=0,32472; КПУ2 = КПУ4 = 0,16680; КПУ3 = 0,15.  
При загружении пластины линейной нагрузкой определены изги-
бающие моменты в середине пластины (МА =13,3 кНм, МВ=20,95 кНм). 
При расчете пластины по методу Б.Г.Галеркина [6] получены сле-
дующие изгибающие моменты: МА =13,05 кНм  (разница 1,99%); 
МВ=18,60 кНм (разница составляет 12,18%). 
Изгибающие моменты, рассчитанные при загружении пластины 
по второй схеме (кусочной нагрузкой), равны: МА =11,25 кНм (по 
Б.Г.Галеркину МА=10,56 кНм); МВ=11,99 кНм (по Б.Г.Галеркину 
МВ=12,00 кНм ), т.е. моменты МА  отличаются на 6,13%, а моменты МВ 
по величине практически совпадают. 
Анализ полученных результатов свидетельствует, что даже при 
делении пластины на пять продольных полос и при игнорировании 
влияния на НДС системы крутящих моментов получены приемлемые 
для практики величины изгибающих моментов. Это подтверждает 
правильность положенных нами в предложенный метод расчета ис-
ходных предпосылок и методики реализации расчета по определению 
НДС системы. 
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